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Statistische Afdeling
- Rapport 8 66 (Pi12),
door Dr J.Hemelrijk Jr.

De behendeling ven onbeslisfe experimenten

bij ﬁakﬁakénﬁgaﬁsg

in 1946 een publicatie geschreven is, kan,in de vorm ven een
model, het eenvoudigst beschreven worden als een toets voor
de zuiverheid van een munt.
Op grond van de resultaten van een aantal enafhankelijke wor-
pen met de mint wordt de hypothese getoetst, dat de kans op
raig® bij iedere worp gelijk is aan de kans op "munt". Deze
toets, die berust op de binomiale verdeling ven het aantal
maal *kruis®, dat bij een serie worpen verkregen wordit, is
ven een zeer eenvoudig karakier, maer bezit slechts een gering
onderscheidingsvermogen; zij wordt veak gebruikt ter orifn-—
tering bij uitgebreid materisal. Van ¥ijd tot tijd ontmoet men
s echter problemen, wasarbij men, op grond van de omstandigheden
of de inrichting van een experiment, geheel op deze toets is
aangewezen. Veor dergelijke gevallen is een nadere beschou~
wing van de toets van belang.
Een aan de practijk ontleend voorbeeld van een dergelijke
proef vindt men b.v. bij de keuring van wasmiddelen. Om twee
wagniddelen A en B te vergelijken verricht men een serie ex-
perimenten, ieder bestaande uit fle behandeling van twee onge-
Foren rovorne veer even vulle partijen wasgoed met middel A resp. B. Het

jot pidore-  Pesultest ven ieder experiment/wordt visueel beoordeeld en
Wevily [ gt~

‘- . Ean 3 uitkomsten geven, te wetens
e i
i iaivad [A]s wasmiddel A heeft het beste resultaat gegevenj
IB}g " B (I ® " " 5

[¢]s er is geen verschil geconstateerd.

Indien men bij deze proef geen kans ziet tot een meer
gedifferentieerde beocordeling te komen, is men bij de statis-
tische verwerking wel aan -gewezen op de tekentoets. Daarbi]
doet zich dan de vraag voor, walt men met de experimenten, die
de met Iﬁ} aangefuide ultkomst gegeven hebbeh, zal doen. Dit
probleen treddt ook op, wanneer men over paren quantitatieve
waerneningen (x;,y,) (i=1ye0.,0) beschikt, waarven men de ver
schillen x,~y; beschouwt, om te toetsen, of voor deze ver—
schillen de kans om negatief te zijn gelijk ie aan de kans
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om positief te zijn, In dat geval treden soms gelijke waar-
emingen (x;=y;) op, zodat het verschil gelijk aan 0 wordt.
emingsparen komen overeen met de experimenten /C/
in bovenstaande proefopzet. Wij zullen verder de terminologie
van het genoemde voorbeeld blijven gebruiken en de uitkomet
agngeven als [@J; fﬁj @n.fﬁjb, terwijl we deze lastste ook
"onbesliste experimenten” zullen noemen. Verder zullen we
gteeds het santal experimenten met ui%k@m&ﬁlgﬁj, [B] reup. [C]

aangeven door n,.y 1, resp. By zodat

(1) D=, 0,40,

het asntal bij de proef verrichie experimenten voorstelt.

Er zijn twee voor de pand liggende antwoorden te geven op
de vraag, wat men met de onbesliste experimenten zal doent
men kan deze experimenten bij de statistische verwerking weg~
laten, of men kan ze voor de helft bij de uitkomsten [A] en
voor de andere helft bij [B] tellen. De tweede methode werd
in 1946, zonder nader commentaar, wvoorgeschreven door DIXON
en MOOD [1] , terwijl DIXON en MASSEY [2] , pag. 248, in
1951, eveneens zmonder commentaar, de eerste methode voorschrij-
ven. De eerstie methode bezit, zoals verderop wordt asngetoond,
een groter ondérscheidingsvermogen dan de tweede en is dus
in dit opzicht te prefereren, te meer dasr het omderscheidings.
vermogen van de tekentoets moeh al niet groot is., Er is echter
ook aan deze methode een bezwwar verbonden, gelegen in het feld
dat de ulitslag van de proef bij] deme handelwijze slechis van

ny en n, afhangt en niet meer van Bye Twee proeven b.V., waar-
van de ene als ultkomst geefts |
en de tweede

n1m8 &agw‘i nasﬂw {n=1009),

leiden beide tot hetzelfde resulteat; bij de wasmiddelenproef
zou (bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) in beide geval~
len de conclusie zijn, det middel A bveter is dan middel B en
in het tweede geval is dit resultaat niet erg acceptabel,

daar men bi] verreweg de meeste der experimenten geen verschil
heeft gevonden.

Naast een beschrijving ven de beide gencemde methoden
en een vergelijking van hun merites, zullen wij dsarom in dit
artikel een derde methode asangeven, die bestaat uit een come
binatie van deme twee en die de voordelen van beide tot &y
zekere hoogte verenigt en de nadelen wvermijdt.
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Bij de mathematische beschouwingen worden de begindelen
van de toetsingstheorie bekend ondersteld (zie b.v. ]3] en
fﬂ }. Verder wordt de binomisle verdeling bekend ondersteld,
evenals het gemiddelde en de spreiding daarvan en de agynpbo-
tische normaliteit ven deze verdeling voor n —~00.

De bewijzen van de stellingen zijn voor het merendeel in
een appendix samengevat.

Een gwéhammam grootheld geven wij aan deor een ﬁﬁﬁ@%’w
streepte letter, terwijl dezelfde letter, niet onderstreept,
vaak g&bmﬂ.k*& wordty veor een door een dergelijke grootheid

Zi}s& Wmaar&&lijke waarschijnlijkheid van een gebew

G , onder de voorwaarde V en (eventueel) onder hypothese H,
- geven wij asan door

(2) P|e(vE],

Ook een voorwaardelijke verwachting, d.i. de mathematische
verwachting (het gemiddelde) van een stochastische grootheid
net een voorwasrdelijke waarsehijnlijkhelidsverdeling, geven

wij op deze wijze aans zo stelt b.v.
3 *fig(g,)ixmyj K%

de m&w&w&smﬁk@ verwachting van de functie g(x) voor, on-
der voorwsarde y= y en hypothese H. Deze uitdrukking heef$
$l%@h‘k$ betekenis, indien de stochastische grootheded x en y,
onder asnname van H, een simultane waarschijnli jkheidsverdew
mng bezitten. Voor definitie en een santal elgenschappen van
rwaardelijke waarschijnlijkheideverdelingen vergelijke men

CRAMER [5] p. 157-159 en 267-270.

W@ gebruiken steeds de letter o«« voor de onbetrouwbaarheids
empel (Eng.:"level of significence") van een w@w; o i8 ﬁ&

'mewa, die men oplegt san de kans op verwerping

getoetste hypothese, indien deze juist is.

De gencemde kens zelf noemt men de gnbetrouwbaarhe o
("real level of significance"), die men zo &mm mgamgk on-
der o neemt. De waarde « kan ten gevolge van het opireden van
diserete waarschijnlijkheidsverdelingen in het algemeen niet

~ bereilkt worden.

van een toets is de kans op

aarden van de vorm y=y worden in (2) en (3) vaak keoz
even door y &iissms
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vaw*&rping van de getoetste hypotheses ﬁ is afhankelijk van
de juiste hypothese H (notatie: /ﬁm} }+ Indien H de getoetste
m@%m% is, is ﬂw/BQ

§ 3. Het model.

Aan iedere m&mnmgnligk}miﬁmmg;mﬁimhe b@s@k&uwm&
ligt eem mathematisch medel ten grondslag. Wij szullen hier
het eenvoudiget mogelijke model gebruiken, door te ondersiel-
len dat alle experimsnien omafhenkelijk zijn en dat bij leder

: . de kensen op de uitkomsten [Al, [B] resp. [e] gege=

ven W&X‘ﬁ@ﬁ doors _
(4) Pg=P[AJ 3 py= PLB] resp. py="P jed
In § 10. bespreken wij een verfijning van dit model.

{ﬁ) K@ 3 31 = ygw

De wearde van Py wordt hierbij buiten beschouwing gelaten.
De toets berust nu op hebt feit, dat bij gegeven waarde van
By (8ue bij een gegeven santal onbesliste experimenten) gen
onder aanname van E@ geldts

(6 Play=mq |ny B2 )

Dit betekent &&3, dat &1, indien 2% Juist is en indien
er nz onbesliste experimenten zijn, &&n binomiale was
lijkheidsverdeling bezit met gemiddelde en spreidi

RLNEREELILERE

(N

Ez&g%; Hy)= #n-ny).

- Bij toepaseing ven de toets neent men voor ;13 de bij de
_proef gevonden waarde, terwijl men als kritieke z@a& voor n,
Cbij tweezijdige toetsing een zfne gebruiky van de vorms

%g} ﬁ?ﬁms % i&i"'&ﬁm&)i > eg
en bij éénzijdige toetsing 2y &

— - -

&13 %ﬁ;}? &gé de keuze ‘mmsen één- en tweezijdige yoetsing
’ Ty § 6. e, A
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§1';n3 : g.i-—%*{wn‘?’) £ by
(9 | %
. &z’n g gi‘é(n"‘ns) = ‘E’I

Hierin zijn de grootheden a; en by afhankelijk van de
waarde van n, en ven de gn‘amrmwbwmmsdrmwl < « De
afhankeli jkheid van ny is baj de kritieke zlnes aangegeven

door de index ny bij het symbool Z. Het verband tussen a en
o wordt gegeven door de relaties

(10) P[n,e sx'%

33 ﬁg‘“l

waarbij bovendien ez, het ghed¥e¥e gehele getal is, dat aan
{10) voldoet. Een dergelijke relatie geldt voor by,voor bei-
de door (9) gegeven zbnes.

Tot hier toe is de toets besehreven als een voorwasrde-
1ijke toets (met als voorwaarde By=n, ). Deze voorwasarde kan
echter guu@saﬁligk g@@limin@@r@ worden. Daartoe nemen wi]

deliik ne Zy; de vereniging van alle

daar §; %?[ 3w*’9 |® E =1 is. WiJ] zien dus, dalt deze toets
ook ﬁ&vmwa&ﬁé@lijii K als onbetrouwbaarheidsdrenpel bezit.
De grootheden ap en b; kumnen voor verschillende waerden
van « gevonden worden in [1] voor n-ny £ 100, en in VAN wmx«
AARDEN [6] voor iedere < em voor n-n, £200, Men kan ook
g@mﬂ:&: maken van de normale benadering van de door (6) ge=
geven binomiale verdeling. De krmmm z8ne 3¢ ™ wordt dan

(87) ﬁg:n : mj%(aw%)fi %E%,‘Vn@};
' 3

waarin 4« Yoldoet aan de vergelijking

(13} V%:’F}/‘%e iz = u,
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met usHo o Bij gegeven u k&nlta in tabellen van de normale
verdeling worden "terug"-gezocht.
De benadering ven &I'ns die men op deze wijze verkrijgt, is

voor < =0,05 reeds bi] klainwxm&s bevredigend., Een nog
nduwkeurigere benadering verkrijgt men door toepassing van

de z.g. continulteitscorrectie, die bestaat uit het vermeerw
deren van het rechterlid van de ongelijkheid (8’) met F.,
Noemen wij de aldus verkregen kritieke zbne ?;i y dan blij-
ken bij numerick narekenen de veolgende aigmm&aé@w te gelw~
den,. voor n«ngw.‘%, 240009100 en «<=0,05%

12 2™z’ 3 |
28 2"= 2 of 27 =2 (of beide)s
3&

%"= % behalve woor n-n.=17 en 94; in die gevallen
behoren de *t:ww het dichtet bij %%nwn )} gelegen waarden van
By die in z* &iggam, niet tot Z.

48 2% ig veak gréter dan %, maar het verschil bestaat
hoogstens ult &4n waarde van n, aan beide uiteinden van ﬁj")‘
Op analoge wijze kan men de beide éénzijdige kritieke
zBnes benadereni dearbij treedt dan ja in de plaats van féu .

Opmerkings:.

In § 1 hebben wij reeds een aan methode I verbonden bezwaar
besproken, dat de toepassing van deze methode in sommige ge~
vallen niet wenselijk maakt.

ingen [¢] ever de

BTN ,;;, i

Men tracht vaak rekenipg te houden met de onbesliste exe
perimenten, door deze voor de helft bij de uitkomsten [A] en
voor de helft bij de uitkomsten [B] te tellen. Als toetsings-
grootheid gebruikt men dan dus in plaats van po de grootheids

(14} ' Qﬁ'”ﬁf’%ﬁsr

terwijl de getoetste hypothese K Gezelfde is als bij metho-
de I (zie (5)). Men voert nu de toets uit, alsof n,' een bid
nomiale verdeling bezat van de vorms

(15) Plaq'=my' | By 1270 0D

mm; ale g&m&ﬁé&@ié@ en spreidingskwadrsats

R oK S T S N

Chetekents is bevat in. De indices 1 en n., zi nvoor .
‘ voud weggelaten. 3 2 de een
*)

Deze berekenin

gen zijn ultgevoerd door J.VAN KLINKER.
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(16) #n resp. n.
Bi] tweezijdige toetsing gebruikt men dis een kritieke
z8ne van de vormi
(*?) gxlﬂ‘ ) ,&1 = i&v{*’&(n"ﬁs}/ 2 &IE'
en bij &énzijdige %@@%&ing twee met (9) analoge kritieke

aénes Zy;' resp. Zyy". Bij gebruik van de normale benadering
wordt Z;, vervangen door ﬁxz s

(17) g | By-blaeny) |2 3§ 4a Va,

terwijl bij het rechterlid, als continuiteitscorrectie vaask
# wordt opgesteld.

z m m«n mlgaﬁﬁs zal blijken, dat (15) in werkelijkheid
niet geldt; dit volgt trouwens reeds uit het feit, dat n,’

ook halve waarden aan kan nemen, waarmee bij (15) geen r&k@w
ning gehouden wordt. Wij zullen de volgens (153 berekende on-
betrouwbaarheid van methéde II de nomin onl haarhei
noemen.

In &@ &pp@n&ix {zie § A.2 en A.3) worden enkele stelline
gen bewezen, die wij hier laten volgen.

ing 1¢ Indien p,/p,=¢, worden

7 (a,) ny3e)= (n-n,) e -
5{7 {&q' ﬁ3§@)w (awnB)

( 1+e)

2‘%'?“)@‘ 1opy) { oyt

(?4§3)§ .

+@3

'V6@w awi zZou (19} eigenlijk moeten overgaan in (16), daax
c=1 overeenkomt met ﬁﬁ. Voor het gemiddelde is dit inderdaad
maar voor het spreidingskwadrsat slechts indien
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Tmmers wij vinden voor e=1
2(n," Jo=1)= #n(1-p;)

en dit is voor py >€>, dus kleiner dan de in (16) @g}g&g@vm&
waarde in. Daar wis: de grootheid n,' asympiotisch normeal
verdeeld is, wvolgt hieruit, dat voor voldoende @‘ﬁ‘%@ n é& WX
kelijke onbetrouwbaa heid kleiner is dan de nominale, volgens
(15) berekende, onbetrouwbaarheid. Het is echter duidelijk,
dat de werkelijke onbetrouwbaarheid !/b,m Py afhankelijk is,
daar py in {19) voorkomt. Dit heeft ten gevolge, dat /3, on-
bekend blijft en det slechis de nominale onbetrouwb
als bovengrens daarven bekend is. Daar een vermindering van
de onbetrouwbsarheid gewoonlijk gepaard gaat met een vermine-
dering van het onderscheidingsvermogen, moet dit als een na-
deel van de methode worden gezien. Dit nadeel blijkt duide=
1ijk uit de volgende stelling:

mg &sm st@llmg moet een kleine restrictie worden gemaskw,
als gevolg ven het feit, dat bij gegeven waarde van «de -
weﬁk&l&ék@ onbetrouwbasrheid van nethode I en de nominale
werkeliHee @n‘bmr@uwba&rhaw van methode II meestal niet pre-
sﬂ.w g@lijk san « kunnen worden gemaakt. De sard ven deze
weinig belangrijke restrictie blijkt duidelijk uit het in

§ A.3 gagam exacte bewije en blijft hier onvermeld.

Gevelgtrekicingens
Uit deze a‘h@ll:ing W&g‘@, dat uit theoretisch oogpunt methode
1 verre te verkiemen is boven methode II. Desr voor toenenen=
de 31 de kens op grotere waarden van B, bij gegeven n toew
nmm, neent het asntal (nwn3) waarneningen, dat voor toet-
sing volgens methode 1 overblijft, af. Ei&rm neent, zo-
sls mken&, ook het onderscheidipgsvermogen af. Uit de laat~
gte zin van de stelling blijkt, dat dit voor het onderschei-
iingsvermogen van methode II nog wﬁrkar het g&mﬁ. ig. Tevens
W&gt uit deze laatste zin nogmaal oickking, die wij
voor grote m, bij de Wx‘ig@ akt
%w die gevellen, waarbij men th&s I niet vmxw& te @W
km, ten gevolge van miz ir § 1 genoemde bezwaax

§ 3\"@5& derde methode gegeven, die dit beswe
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De mag wordt wel eens gesml&, of men er niet goed aan
zou doen de onbesliste experimenten in de verhouding n /&g
te verdelen over de groepen met uitkomst [A] resp. [3] ’
eh dan verder de weg van methode II te volgen. Bij deze me-
thode, die we met II' zullen aangeven, zou dus als toetsings-
grootheid de grootheid

n 33&1

(20) By "=yt g.;ﬁ-gg 4° 55,

gebruikt ww&m, terwijl men dan verder zou hané&@n, alsof
24" de in (15) voor n,' aangegeven verdeling bezat. Wij zul-
len (in §4.9) omtrent deze methode de volgende stelling aan-
tonens

Stelling 3:
Indien ;;‘/ygw is
yen n."s

(21)

Voor o=1 (d.w.z. als H, geldt) komt het gemi
met (16). Het spreidingskwa éraat is dan echter groter dan #n,
zodra 333% 0 is. Dit betekent, dat dan, voor voldoende grote
n, de kans op het vinden van een wearde in de kritieke zdne,
indien Ea Juiet is, in werkelijkheid groter is dan de nominale
waarde, die men verkrijgt door de berekening op (15) %e basere
De onbetrouwbasarheid ven deze methode zal dus veelal groter
zijn dan de opgegeven onbetrouwbasarheidsdrempel o« , hetgeen
niet acceptabel is.

Men kan vermijden, dat bij een groot asantal onbesliste
experimenten toch tot een verschil in kwaliteit tussen de
middelen A en B besleten wordt, en tevens, dat de onbesliste
experimenten, indien het er niet teveel zijn, het onderschei~
dingsvermogen van de toets nadelig beinvloeden, door het toee
passen van de volgende methode:
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Men kiest een getal k tussen O en 1 (over de keuze van
k later meer;) en toetst in de eerste plaats de hypothese:

(22) i,

Kan deze hypothese niet verworpen waréaa, dan is de %&sﬁs
afgeloper en luidt de conclusie, dat er geen verschil van
practische betekenis tussen de beide middelen g@vﬁm&m ise
Wordt H ' echter verworpen, dnfi concludeert men, dat P3< k
is, ﬂm toetst men nu veolgens hode I (dus met weglating
ven de onbesliste axgmrm@nkm); é@ hypethese H , dat py=py
is. Wordt deze niet verwerpen, dan is de a@n@mﬁi@ dezelfde,
als wenneer H ' niet verworpen wordt. Wordt echter H, ook
verworpen, dan concludeert men tot een verschil in kwaliteit
tussen A en B (en wijet men van deze twee de beste san nasr
sanleiding van de grootteverhouding ven n, en n,).

De téetsing van ﬁgf' berust op By als toetsingsgrootheid.
Indien §3~wk is, bezit By de veolgende waarschijnlijkheidsverw
deling:

s @sg k.

{33} P[ ng=n; | py=k] = ﬁi&) k%m«»k}&“%.

met als gemiddelde éen spreidingskwadraats:
|7 (ay) py=)= nx ;

(24) ) ,

De toetsihg geschiedt witersard &énzijdig (zie b.v. {4}
§ 6.) en wel linkszijdig, d.w.z. met een kriticke z8ne 211
van de bvorm: :

De toetsing van H (indien deze san de beurt kemt), ge-

schiedt volgens de beschrijving, die in § 4. gegeven is.
Nu geldt, zoals verderop (§ A.4) bewezen wordt:

gyeneen , pel o} en m&iw mﬁ é@
m‘ w&, éwt: ﬂ@ m&aalm A en B @_‘m verschil in kwaliteit
verténen dan en slechis m verwerpt, indien zowel H' als
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ﬁk% i& &uiﬁ&lijk, dat nu inderdaad bi] grote Py in de regel
niet tot een kwaliteitsverschil besloten zal worden. Tevens
garsndeert het Bebruik van methode I een groot onderschei-
dingsvermogen als ny niet groot is. Het spreekt echter te~
vens vanzelf, dat methede III minder vask %ot verwerping van \
H, leidt,dan methode I. Dit is te wijten san het verschil ven
a@ getoetste hypothesen,Verwerping van K ® houdt verwerping
van K in, maer niet endersom.

Q@m@rk@lijk is, dat de onbetrouwbaarheidsdrempel ven deze
methode dezelfde is als ven belde erin verwerkte toetsingen
apart. Dit betekent, indien men met overschrijdingskansen
werkt, dat de overschrijdingskens van methode III gelijk is
san de grootste der overscheijdingskansen verkregen bij fle
toetsing van ﬁ ' resp. E . ‘

De v&lgawé& ‘wasrin ﬁ§' en E worden getoetst is van geen
belang en kan dus ook worden amg&dw&aié. Dit is de practijk
wellicht wsnss&iﬁk, daar er voor de toetsing vaﬁgﬁ volge:
methode I meer tabellen beschikbaar zijn dan voor %@@ta&ﬁg
van ﬁ ', Men kan bij deze laatste toetsing gebruik mak
de t&fals der onvolledige Bfta-functie van K.Pearson of, ine
dien n niet te klein is en k niet te dicht bij 1 ligs, van
de normale benadering van verdeling (23).

%e&haé& XXI berust op de g@ﬁ&@hﬁa. dat men slechts dan
rekening kan houden met de onbesliste experimenten, indien
men in de definitie ven "gelijke-" en "ongelijke"kwaliteit"
met de mogelijkheid van het optreden van deze experimenten
rekening houdt, Dit wordt nu gedaan door k zo te bepalen, dat
men alleen indien gs duidelijk kleiner dan k is, de aanwezig-
heid van een kwaliteitsversehil ven enige betekenis mogelijk
acht. De keusze van k kan niet op theoretische gronden worden
verricht; men zal hier proeven op wasmiddelen, waarvax
kend is, dat zij van kwaliteit verscljillen, te hulp gpoeten
roepen., Hier raken wij een heel complex van practische en
experimentele problemen san, daar de grootte van k b.v. ook
Phankelijk zal zijn, terwijl de

van de experimenteertechniek af
keuze van k toch op zelere hoogte arbitrair blijft. Men kan

dearom, bij wijze van compromis, de keuze van k op de volgen-—
de wijze vastle

ggens
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Door deze regel wordt voor iedere n en x een waarde van k
vestgelegd, die gemakkelijk te bepalen is, maar die voor toe-
Passing van de methode in het geheel niet bepaald hoeft te
worden. Immers de eerste stap van de toets bestast nu hieruit,
dat men (vgl. § 5.) nagaat of de waarde n, ’w%;x% nog in Zyy
(of bij links~&énzijdige toetsing in Z..' resp. bij rechte~
éénzijdige toeteing Wg in ﬁm”“} ligt. Alleen indien dit
zZ% is, gaat men over tot toepassing van methode I, daard
dezelfde onbetrouwbasrheidsdrempel gebruikende als die
ﬁm (raﬁp. 3xx‘ en ﬁm”}» |

De grootheid k is nu, behalve van n, ook van o afhank
en wij zullen zien (zie § A.4), dat
(27) Iim ¥k = 1
. . 4 > {0

is voor iedere « . Dit betekent enerzijds, dat de mogelijke
heid van onderscheiding tussen twee wasmiddelen met toenemende
n stijgt (hetgeen geheel in de lijn ven een statistische
analysemethode ligt), anderzijds zou men echter kunnen zegge
dat aan het tegen methode I uitgebrachte bezwasr toch niet
volledig tegemoet gekomen is. Indien men deze laastste meni
is toegedaan ken men de k bepalen, die volgens het hier £
geven principe behoort bij een waarde van n, die men bij een
bepaalde proefopzet gewoonlijk (ongeveer) gebruikt
gens voor die proeven, waerbij men een ander aantal waarnemin
gen heeft, met de zo gevonden waarde van k de in de vorige
paragraal uiteengezetie methode volgen.,

Wi} kunnen hier niet verder op deze kwestie ir gasn
is echter wel duidelijk, dat er wvele nogeli jkhe
lengs een weg als de hier beschreven tot een oplossing te
komen, die man een bepaclde pro
van op bevredigende wijze aanves

Tenslotte zij nog opge alhankeli jkheid van k en
n de geldigheid van methode II niet stoort, daar stelling 4
voor iedere k en n geldt. "
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In sommige gevallen ligt het voor de hand het optreden
van onbesliste experimenten aan een onvoldoend nauwkeurige
meting of beoordeling van het experimentele resultast te wij-
ten, ¢f ook san het gebruik van afgeronde meeitresultaten
(dit is voorsl het geval, indien men met verschillen X5~y
werkt, zoals in § 1. beschreven is). Verder kan men ook de
mogelijkheid van foutieve beoordeling van een resultaat in
de beschouwingen betrekken.

‘ Geven wij de "werkelijke" uitkomst ean met A> B resp.
A< B indien miiddel A het beste resp. het slechtste resultaat
heeft gegeven en laten wij de nogelijkheid van verkeerde be-
oordeling toe, dan lijkt het b.v. redelijk het volgende mo-
del te kiezens

P [A> B|=p* é
P [A<B]=q'

terwijl voor het tot stand komen der becordelingen, die weer
met [A] , [B] resp. [C] worden asngegeven, g@lﬁw

P[a|a>B]=P] BB >A)=a, |
PLB|A>B]=P[ 4|B>A]J=d,
PJ/c iA?ijEE&?X}.&}w&B

De te toetsen hypothese is nus pi=q'.
Daar nu echters

py=P [AJ=P[A;B|.P| AJA) B|+P[ B> A].P[ A|B) 4] =p'd,+q'd,

en analoog

p'4g'=1,

&1‘*‘&2‘5’ng Te

Po=P [ Bj=p'd,y+q'd,
isyvolgt uit p'=q' ook: P4=Pos zodat de toetsing bij dit model
op dezelfde wijze plaats kan vinden als bij het eenvoudige

in § 3. beschreven model.

Verder geldt uitersards

§3@ [C)=d, , \‘

zodat volgens stelling 2 de beocordeling volgens methode II ¢
gteeds slechter wordt naarmate &3 toeneemt., Wij kumnen daar-
bij opmerken, dat dit ook voor methode I (en derhalve ook
voor III) het geval is, daar met stijgende P3 de kans op gro-
tere wasrden van 3%3 stijgt, waardoor het aantal waarnemingen
beschikbaar voor de toetsing volgens methode I afneems.
Uit stelling 2 blijkt echter, dat dit effect bij methode I
kleiner is dan bij II. Verder valt op te merken. dat methode
I1I, door de keuze van k, aan de grootte wan é‘B kan worden
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sangepast, indien men door proefexperimenten iets wvan &3
te weten kan komen.

ﬁe‘b }.ig’s, bij niet te kleine n, voor de hand de minimume
X 2 hethede (zie b.v. / 5] pag. 424 e.v.) toe te passen. Wij
vermelden hier zonder bewijs, dat deze methode agymptotisch
aequivalent is met methode IL.

Tenslotte een opmerking van technische aards
het is van groot belang, dat de experimentator bij de beoor-
&slmg van de proefresultaten er, voor ieder stuk wasgoed,
dat hij in handen krijgt, npiet van op de hoogte is, welk
waemiddel gebruikt is. Psychologische onzuiverheden in de
/ beoordeling zijn anders moeilijk te vermijden.

a. Methode I {weglaten der onbesliste experimenten) bezit
een groter onderscheidingsvermogen dan methode II {nalf
om half verdelen van de onbesliste experimenten).

b. Verdeling in de verhouding 311/;12 is onjuist.

¢, De beide methoden kunnen gecombineerd worden tot een
ingsmethode voor een uit twee delen bestaande
hypothese, die een andere definitie van kwaliteitsverschi

inhoudt en die san de practijk kan worden aangepast.

d. Het onderscheidingsvermogen van de methoden I,II en III
neemt af, als de beoordeling in scherpte afneemnt. Deze
afneme is het sterkst bij methode II.

Voor het berekenen van de gemiddelden en spreidingskwa-
draten der verschillende toetsingsgrootheden maken wij ge-
pruik ven een hulpstelling, ontleend aan het college
Capita Selects van Prof.Dr D.VAR DANTZIG.

Indien X en y twee stochastische grootheden 2zijn, die
een simultene waarschijnlijkheidsverdeling bezitten, en in-
dien

(4,1) ¢ly)=(zly)= 1 (gg77)
&ﬂ‘ -
(4,2) )=z [p)="(z[z =),
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het voorwaamdelijke gemiddelde resp. spreidingskws
ven x zijn, onder de voorwaarde y=y, dan zijn éf{g} en
7”(3} zelf weer stochastische grootheden. Ifu geldts

7 &=l (@
A@=r e} + ).

Het bewijs van deze stelling zullen wij hier niet geven.
Men vind%t het in compacte vorm in [4¥], pag.59.

(A.3)

?1 o P 1
g‘&) W =qrE oo m%; = g5z » (en §?+§ﬁmhﬁ3)

Hieruit volgt (18) ommiddellijk; immers a, heeft, onder
de voorwaarde 5’:‘3%3’ een binomiale verdeling met als paraw
meters -1y (het aantal niet onbesliste experimenten) en

B
W;’{h (de kans op [A]bij ieder der experimenten).
Voor het bewifs van de tweede vergelijking van (19) maken
wij gebruik van de stelling A.I, met n{ als X en 2&3 als y.
Steeds wordt ggﬁ/ﬁgw onderstelds voor de eenvoud der notatie
wordt dit niet steeds vermeld.

Hu iss

Tnq"=2(my+iny)=7 ny+é 2 By=np,+inpy,

telijk de eerste der twee
vergelijkingen (19) gevonden wordt.
Verder is (vgl. (A.1) en (A.2) en (18)):

f (&B}a ?? {;};1 '[ 133‘}& 'r:%é-— f&mnB )+'é33)

P
‘/’ﬁng}wﬂ” f&i jng)= m-g (n-n,),

dus is volgens (A.3)s
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1 ¢ 1] r
0ol i) o) -

P :
wa'{&x'}%%w ?% )} + m a(?mpB) =
%n

={ f g%g} 133(151;3 )+ ?;-i%:)? nf ‘fm§3) =

=(1p3) | doye 8y (1py) |

Hiermee is stelling 1 bewezen.
verloopt als volgt:

Neem in (4.3) p.*
(18))s

Het bewijs van s"&allimﬁr

voer x en n,y voor y, dan is (vgl.(20) en

] (] e
“wm (emy) afp - -
Deze groetheid is%mkelijk yan n., fus is ook

3

Verder is:

F 2 3 .

€2M3) -
2 2
n _© n-¢
=" (on;) — —— .
(:ﬂ*n_a) ! (1+e) N (xzwrzs)( T-w)lg
Daar zf(ﬁa} onafhankelijk isv‘%s ,is Ozzg? €n3)} =0, dus wordt
(4.3) nus

2 , 2
2 ‘ 1 n-e
gyl B, 1 L (el y,
e f(%@ g3 g (1+0)2 g3
Daar 0f x:zs £n is, is ﬁl}g—w een positief-convexe functie
ven ni. Volgens de ongelijkheid van JENSEN | 8] (zie b.v. Je]
vag. 94), geldt dasrom:

: 4 > 1 ' \
[ »8y T B-7@; !

waarin alleen dan het gelijkheidsteken geldt, indien 1 net
waarschijnlijkheid 1 slechts &én waarde asnneemt, d.w.z, ine

dien py=0 is. Voor P3 70 hebben wij dus, daar 7 By=np, is:
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2
2 ' g"> n o , 4 R
o (§1 ) ‘M 1e) WM§3

A.3. Bewijs ven Stelling 2.

. Daar dit bewijs bhogal ingewikkeld is, laten wij een een-
voudiger bewijs voorafgean, dat asynptotisch voor n—-oo gele
dig is en de stelling dus slechts "voor voldoende grote n"
bewijst.

Zijn zekere waarden NyeNy en ngy gevonden, en toetsen wij
tweezijdig, dan leidt methode I volgens de normale benadew
ringsmethode tot verwerping van H o0 indien (vgl. (%‘)):

|af-%(n~n3)i~ Mi“ neny
is. Methode II egchter slechts dan (wvgl. (17')}, indien

is. Het is duidelijk, dat een de tweede ongelijkheid slechts
voldaan ken zijn, indien asn de eerste Woldean is, Herwijl -
het omgekeerde nietincedzakelijk is. Daar bovendien veor
935 0 de stochastische gr@at&aié.gafn in waasrschijnlijkheid
tot p3 convergeert, is er bij iedere waarde van ¢ en bij
voldoende grote n een positieve waarséhijnlijkheid, dat
methode I wel, maar methode II niet %ot verwerping van ﬁ@
leidt. Zowel het onderscheidingsvermogen als de onbetrouw-
baarheid van methode I zijn dan groter dan die ven methode
II. Dit geldt ook bij &énzijdige toetsing, zoals geheel
analoog bewezen wordt. Dat de onbetrouwbasarheid van methode
II onbekend is volgt feeds uit het feit, dat in (19) de
onbekende grootheid §3 voorkomt. Tevens zlet men direct,
dat het verschil in onderscheidingsvermogen tussen beide
methoden met Py toeneemt, daar dan de kans op grotere waare
den van n3 toeneent.

h L) &&t‘t %)Wié g @

Wij geven het bewijs voor éénzijdige toetsing. Daar het
bewijs voor links- en rechtszijdige toetsing geheel gelijk
verloopt (men behoeft slechts n, en n, te verwisselem),
behoeft het slechis voor één van beide gegeven te worden
en volgt de stelling dan ook direct voor tweezijdige toetsing,
waarbij niet noodzakelijk van een symmetrische kritieke
zfne gebruik behoeft te worden gemaakt. De waarde #n mag
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echter niet in de kritieke zdnes voorkomen, hetgeen overeen~
komt met < (.
Wij beschouwen een linker~kritieke zfne voor methode 1’;
bij gegeven waarde van By. Deze is van de vorm
AR
, <
&z’ﬁgg ] &1 = é
net ‘ -
| By=n n-n
B[pq£ dfnys 3@:{&2 Z (y
Bij methode II is de overeenkomstige kritieke z8ne van
de vorm

B)m/’?s‘,é S .

iy ¢ noripy sty

met een (nominale) ombetrouwbaarheid gelijk aan
) il .
/gy = Z ( 3.'1 }é e

Wij bewijzen ma., éat voor iedere gegeven positieve waarde
van n, de onbetrouwbaarheid van ﬁi’n s berekend volgens de

methode, waarmee de nominale onbetrouwbaarheid van methode II
bepeald wordt, groter is dan /4 . Di% betekent dan, dat 4'< 4
is, indien wij afzien van toevallige gevallen, te wijten aan
m-s :E@S.*%; dat men [ gewoonlijk niet precies gelijk aan ~
m maken. Wij hebben dan bewezen, dat verwerping van K
met methode II slechts den op ken treden, indien dit met
methode I ?f?:%im is, dus juist wat wij boven voor veldoende
grote n berekend hebben.

Voor n,=d is n,'=é+in,, dus is [a+imy «v%j “de grootste wasr-
de van de met ﬁi n mwaap@n&@r&nﬁ@ krmmm zfne van methode

II. Wij moeten nu dus bewijzent

f&*&af-%j
(a.5) 23 Z( ThHeer (3.

Yo e
Hierbij beperken wij ons et o< %, hetgeen betekent, dat
wij ons slechts bezig houden moeten met waarden van 4 en Nas
waarvoor

(A.8) [ G+ing+d J< dm-d
is.
Tmmers indien hier niet asn voldean is wordt het rechter-
118 van (A.5)2 #, zodat de ongelijkheid, daar het seci¥erlid
(% is, dan reeds bewezen is.
Wij voPeen nu de volgende notatie inz

.47[):] in fﬂz a&fiamwb L/{WM(?MQ&WM S e
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L=2* Z (%55
(4.7)
R [Grdk+d] o
km g- ¥ |

Wij moeten &mz bewl jzen:

4.8) Ly <Ry voor [avicrd] < dm-d (4.9)

Het b%Wijﬁ vindt plaads deor inductie, waarbij de index
k bij iedere stap 2 épvelgende waarden aanmeemt. Wij bewij-

zen dus eerst, dat (A.8) geldt voor k=d en k=2 (voor k=0 bs
L=R),

Voor k=1 galﬁts Py

bim K- 23 5)- T - (50 S 4050 G- (2)-

-Zf’”) Z/ )= () ()

en dit is <0 als d+1< n is, hetgeen volgens (A.9) ket geval
is.

Voor k=2 geldt (desar K ,= Ky 18)3
Lo~ Ry =L,-L, -4, - R, =
S RN NI
=2 (20 24V
““""df (%Y - f ff‘;;?}§+if" R, =

zf%fﬁ-l-[ ~} f;’w .._(’/% sl - (zdrz-7),

{obpt) //» 2-0)/

en dit is O, indien 2d+3<{ n is, waaraan volgens (A.9) in-
derdaad voldaan igm.

Z2ij verveolgens gegeven

L dan bewijzen wij nus

(A.11) Zx%&y K ohe3 OB Lgﬁ%f K oh+4? indien d+h+2(¢dn-%.



MATHEMATISCH CENTRUM - 20 -
AMSTERDAM

Fu is, met men-1:
 ahrz & PP S 2z & =2 K2
Lz}fu:g gﬁ/ v ?:j,g ,éf 4 ]’
hetgeen, wegens L o0 < R opepe kleiner is den
afff,«-/
(),

althans indien voldaan is ean e+ 1 C fnedednet; dit is vol-

gens (A.19) een toegelaten beperking. Substitueren wijs
b=d+h+1, dan geldt dus

PE-F
Ziff; < 2 Z £
en 4it is, wegens L;{ ﬁ'i’ kleiner dan
;f[ dfﬁjrz
s PR
’;o (V)= % 4 j Ji’,«; g

indien tenmingte b+1( n, dus d+h+1<n is, waarsan weer is
voldaan. Penslotte is op analoge wijze, wegens /[ gy .o < R one2
en [ 5 <Ky en met r=n-¢ en b=d+h+ 1t

J»{wy < »n-zf~¢, 2 s‘f-! < f’?ﬂ-if-—z
Zﬁ:wm Z‘/ ”}:ﬁ'z g( v }<
az,ufw s ber
f /&) = L)< Z ()=
dﬁgfi
- Z [ j”" 2y ?

waarbij wegens d+h+2( #n~% (zie (A.11))} weer san de verschil-
lende beperkende voorwsarden is voldaan. Waarmee het eersie
deel der stelling bewezen is. De %oename van het verschil

van het onderscheidingsvermogen der beide methoden blijkt weer
uit de toename van de waerschijnlijkheid van grote waarden
van ;43, tezamen met het feit, dat bi) iedere stap der induc~
tie de ongelijkheden scherper worden, doordat opnieuw klei~
ner-tekens optreden.



MATHEMATISCH CENTRUM - 21 -
AMSTERDAM

a. Volgens methode III verwerpen wij H, .{’){g of H }éw en
slechts dan, indien voldsan is san

(4.12) nq ¢ Biyy
en taﬁmﬁ aan
Daarvij zijn ﬁixx en zﬁiag zo bepaeld, dat voldaan is aan:
m«
(&. 15) E'[&.te Kx'ngi nyj Kg_‘;q-

‘Hierin is het linkerlid ven (A.14) onafhankelijk van
c w§1/§§, dus van de al of niet juistheid van H_ , en evense
is het linkerlid van (A.15) onafhankelijk van im% al of
niet juist zijn van Ka'.

Wij moeten bewijzens

(4.16) <" <P/ myeBfyy empyc %1,ny | Bo oF Hy'<=,

wearin de index n, van ﬁx de gevonden waarde n, sangeeft.
Nu zijn er 3 mogelijkheden, indien H B« of ﬁ } juist iss

12 H ' is juist. Dan is (m@ (4. M):

~' < B[ mye Bigy | Ho)e ~,
daear de kans op het opireden van twee gebeurtenis-
sen niet groter is dan de kens op één vm die twee
en dear de verdeling van By niet van p
28, ﬂ is juist. Dan g&lﬁt mlwg (zie (A. 15‘3):

3% H en H ' zijn beide juist, dan gelden 1% en 2%,
Hiermee is de stelling bewezen.

b. Tenslotte bewijzen wij (27).

In {27) is k zo gekozen, dat methode II nog juist signi-
ficantie kan geven. Bij tweezijdige toetsing volgens methode
II (voor éénzijdige verloopt het bewijs asnaloog), betekent
dit, dat n,' voor §1w@ nog juist in de kritieke zéne %xmlige
Daar (27) een asymgwtiwm betrekking is, mogen wij Zpp ver-
vangen door %u (zie (17')), zodat wij vinden, da% 1y é&im
ligt, indien voldaan is aang
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zodat dus ﬁin gegeven wordt doors

(4.17) nygn-ty Vm,

lgens (25) gegeven wordt door
(25) ny< kn*@mx'

en W hierin kzﬁ#(\lﬁ) is (imam Ry is bij iedere gege-
ven waarde van py binomisal verdeeld), is

k»h&{w),
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